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Fiir jeden 2-farbbaren Graph (G kénnen wir mithilfe eines Flussproblems herausfinden ob G ein
perfektes Matching hat.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr R
Falsch O
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Sei N = (V, A, c, s, t) ein Netzwerk. Wenn ¢ nur ganzzahlige Kantengewichte hat, so ist jeder
maximale Fluss in [N ganzzahlig.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch
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Sei N = (V, A, c, s,t) ein Netzwerk, f ein Fluss in NV und (S, T") ein s — t-Schnitt in V.

Dann gilt val(f)| <~ |cap(S,T)
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Sei N = (V, A, ¢, s, t) ein Netzwerk ohne entgegen gerichtete Kanten und f ein Fluss so dass
val(f) > 0. Sei N das Restnetzwerk.

Dann enthélt /N einen (gerichteten) Weg von £ nach s.

Bitte wéahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Val(p) SO0 = Js-4 Ppwl mik kKawrkten P QA In W, so dass
‘I—(Q) >0 Vee P
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Betrachten Sie den folgenden Multigraphen GG. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Cut(G) die richtige
Antwort zuriick gibt (nach einem Aufruf)?
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Sei N = (V, A, c, s, t) ein Netzwerk ohne entgegen gerichtete Kanten. Sei zudem die Kapazitat jeder
Kante hochstens U. Dann berechnet der Ford-Fulkerson Algorithmus in Zeit O(mnU) einen
maximalen Fluss.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr

Falsch

Faus. die k&lol'u"-ﬁhn In ,U ivrational sind, kormle Ford -Fulkerson nicht

terminieren.



Sei f ein maximaler Fluss in einem Netzwerk N = (V, A c, s, t). Dann gibt es keine zwei Knoten
u, vin V, sodass sowohl die Kante (u, v) als auch die Kante (v, u) im Restnetzwerk Ny vorkommt.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Betrachten Sie ein Netzwerk N = (V| A, ¢, s, t) ohne entgegen
gerichtete Kanten, einen Fluss f auf N, und das dazugehdrige
Restnetzwerk NV 7- Wir sagen, dass ein Knoten v € V erreichbar ist,
wenn es einen Pfad von s zu v in Ny gibt. Wir bezeichnen X die
Menge der erreichbaren Knoten. Welche der folgenden Aussagen
treffen immer zu?

Wahr Falsch

X O Falls (X, V' \ X) ein s-t Schnitt ist, dann
gilt val( f) = cap(X, V' \ X).

O X (X, V '\ X) ist ein s-t Schnitt.

O X te X

/‘. Folgl' Vom Waxp(ow“dliucd— TLCDr‘Ch- und Olt_r Exisl’(’_h}.
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Sei N = (V, A, c, s, t) ein Netzwerk ohne entgegen gerichtete Kanten und f ein Fluss. Das
Restnetzwerk Nf ist wie folgt gegeben:

Ist der Fluss maximal?

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Tijqo be. solehen Au}ﬁc-loeq, L(’_g;ﬂ‘" bei + 2 scheuen.



Welche der folgenden Punkte treffen zu?

Richtig Falsch

Y4 Es gibt einen s-t-Schnitt (.S, T") und einen Fluss f,
so dass

val(f) > cap(S,T)

74

Es gibt einen s-t-Schnitt (S, T") und einen Fluss f,
so dass

val(f) > cap(S,T)

X O Jedes Netzwerk erfiillt

max Fluss Val(f) = min s r) s-t-schnitt cap(S, T')

" Jedes Netzwerk erfillt
min ¢ pruss Val( f) = max(s ) s¢-schnitt cap(S, T')

4.) Dies lccorn ef’ll“’ sein, Wtnn Vﬁ(““ = Cap (S,T) .
/uﬁgll"}'\ tﬂr‘ meairaler Flus |

'Z-) Wir heben (.el’z,-e Woche (S.'e'we Uuy"l}a.)
l/a(u—) < cap lSIT)
bewiescn. (l)i;.r einen beliebisen Flugs [omd e F Shnith in d})

3) (Maxplpw - Minent Theorem (Sic}\e Lotizen Wocke 41)

4.) ) Fluss
STt Kepinikilh ‘f



V“inimﬁlt- Schnite in ./uuul'ﬁratlaen

MIN-CUT Problem. Gegeben ein Multigraph G, bestimme die
Kardinalitat eines minimalen Kantenschnitts.

Multigraph: Ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V, E) ohne
Schleifen, aber moglicherweise mit mehreren Kanten zwischen
demselben Knotenpaar. (Kann auch durch positiv ganzzahlige

Kantengewichte realisiert werden.)
Entweder € isk kein einflches Seb meh odes kanl‘engcwfdlc .

Ein Kantenschnit in einem vuu‘h'ﬁrqu G=(V,E), ish eine Mcnae_

von Kanten C  s.d. (\/,E\C) m‘clal' 2sL. )sk.

Mit 11(G) bezeichnen wir die Kardinalitdt eines kleinstmdoglichen
Kantenschnitts in G, d.h.

u(G) = min |C|
CCE,(V,E\C) unzusammenhangend

Modelicrkes Probler:  Gegeben 6, [ivle  m(6) .

In einem Multigraph G = (V/, E) ist der Grad deg(v) = deg;(v)
eines Knoten v die #inzidenter Kanten (nicht die #Nachbarn). So
gilt
1 :
E| = 5 Z deg(v) und p(G) < mindeg(v) .

veV

veV f
/ Wu'r‘ lcéml'e», dAen knolen l'-Wll'Ere-.

ﬁqw'valenl 20m .
H«hdsd'lt\jltmm in sirplen Gl"apl-en



Quelle Senke
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Wir kénnen bereits den kleinsten s-t-Schnitt berechnen, d.h. die
kleinste #Kanten, die man entfernen muss, um s von t zu trennen.

Zeit: O(mnU), bzw. O(mn(1 + log U)) oder O(mnlog n).

Fir unser Problem fixieren wir ein s und betrachten alle
t € V\ {s}. Jeder Schnitt ,ist” ein s-t-Schnitt, fiir ein t € V'\ {s}.

(n— 1) Mal O(mnlog n), gibt O(mn?log n) = O(n*log n).

O(n* log n) ist unsere Messlatte, die wir unterbieten wollen.

KGn“'&n IConl'qu“ow'
Ses G= (V,E) mil e=fuv)eE

Dit kon"f’al’.l'l'oh von € Versdumfz:" Munol V 24Kk €inen hewnen (Supcp')

knmlan xu,v . Die kt\nl-tn 2wisdhen U Ul v werden (;n"'pcrn".

Allc uholcrcn 2 WK Oder v inzl‘denl'(n kﬂ.h"th weden hua h;,‘ X“’v ver -

Den entstehenden Graph bezeichnen wir mit G/e.

Se: l<": 2 k“hl‘fn 2w. W und v
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IE(6re) | = |EW0)] - K
Sei e = {u, v}. Es gibt eine natiirliche Bijektion
E(G) ohne Kanten zw. uund v.  — E(G/e) .

Fir w,w' € V(G) \ {u, v}:

{w,w'} = {w,w'}, {w,u} — {w,x,,}, {w,v}—{w,x,,}

leurcla Lomew wir (.'nL Bl e“:on 2Iﬁ45d\¢ﬂ
Sdf!m“'( C m G M. J’E\:C l—’ SCL'\IH-L ™ G/E,

lf\dull €en,

DW‘aus p0l5|r unriHel bu:

Lemma
Sei G = (V, E) ein Multigraph, e € E. Dann gilt

u(G/e) = u(G) .

Falls G einen minimalen Schnitt C mit e ¢ C hat, dann gilt

u(G/e) =

@O



Randomisie-tes |for {al«rcn :

Cut(G) G zusammenhangender Multigraph
1: G+ G
2: while |V(G")| > 2 do
3: e < gleichverteilt zufillige Kante in G’
4 G+ G'/e
5. return Grosse des eindeutigen Schnitts in G’ @

Sei n:= |V(G)|. Wir setzen voraus:
» Kantenkontraktion in O(n) Zeit.
» Gleichverteilt zufillige Kante in G in O(n) Zeit.
(Erfordert Darstellung der Mehrfachkanten durch Kantengewichte.)

- CuI—(G) (bku”— In O(h")

Ao der Lemne (lete Seite)  [olgh

» Ergebnis des Algorithmus ist nie kleiner als p(G).

» Falls es einen minimalen Schnitt C gibt, aus dem nie eine
Kante kontrahiert wird, so gibt der Algorithmus p(G) aus.

Do schalren wir mal  die Fehler w'keil i eine einzige
kan"ﬂ'-,(onl'rak“on a’a.

Lemma
Sei G = (V,E), n:=|V/|. Fiir Kante e gleichverteilt zufallig unter
den Kanten in G gilt Pr[u(G) = u(G/e)] > 1 — 2.

Beweis. Sei C ein minimaler Schnitt in G und k := |C| = u(G).
Wir wissen, dass Vv € V:degg(v) > k und daher gilt

1 kn
Bl =3 ) degg(v) > .

veV



Wegen ,e € C = u(G/e) = u(G)" gilt

Prlu(6) = u(G/e)] > Pileg (=1~ 2
> 1o K 1.2
- kn/2 n- [

p(G) := Wahrscheinlichkeit, dass Cut(G) den Wert p(G) ausgibt

», = inf (G) .
p(n) quguwﬂy()

Lemma
Es gilt fiir alle n > 3

ﬁw)z(l—g)-mn—ly

n

Beweis. Sei G = (V, E), n:=|V/|. Damit Cut(G) tatsachlich u(G)
ausgibt, miissen die beiden folgenden Ereignisse eintreten:

» E; := Ereignis u(G) = u(G/e).
» FE, := Ereignis, dass Cut(G/e) den Wert p(G/e) ausgibt.
Es gilt nun

ﬁ(G) — Pl‘[El o E2] = Pr[E1] -Pr[Ez | E1] > (1 — 2/n) . ﬁ(n — 1) .

Da dies fiir jeden Multigraph G mit n Knoten gilt, folgt auch

H

p(n) > (1-2)-p(n—1).



n—2
n

Es gilt also p(n) >

- p(n — 1). Wir erhalten so

2
-' 'p\i,?_n(n—l)

p(n) =

p=2 n—3 nx4 3 2
n -n—l.n/%”.g;

Ny
Wl

Lemma
Fiir alle n > 2 gilt

AI» ﬁ(er G&JhQ”n':oLeﬂ Verldl\ﬂ!\j pvlﬁ‘—
L e bs Gle) pel) fintd = (3)

Wir wiederholen den Algorithmus Cut(G) A(5) mal, fiir ein A > 0,
und geben dann kleinsten je erhaltenen Wert aus.

Zur Erinnerung: Ein Aufruf von Cut(G) benétigt Zeit O(n?).

Satz
Fiir den Algorithmus der \(3)-maligen Wiederholung von Cut(G)
gilt:

(1) Der Algorithmus hat eine Laufzeit von O(An*).

(2) Der kleinste angetroffene Wert ist mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 1 — e~ gleich u(G).

Mit X := In n, haben wir Zeit O(n*log n) mit Fehlerw’keit < 1/n.
F‘_A ( D‘&S lﬂﬂ"\'('h Wie J‘t\ Scl‘m .P
) h) - Wiederhelungen -
‘ i (VerK 1*:&56’()

Pr (Sucu.s)] =A—PrlFa(J24~eA

2 2 S (3
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n—2 n—3 n—4 3 2 1 2
n n—1 n—-2 5

p(n) >

Wir sollten Schritt von 3 auf 2 Knoten sorgfaltiger machen
...und am besten den Schritt von 4 auf 3 auch

Dl‘e— 'de.c_ l‘sl‘, 0‘5;55 w;r A;C ReLurJn'on L{; 'l'"kno"en aLLned.e-. wu‘
die letaten SdriHe ;m ,((eiherc-\ JfluU'iampl.eu mil einem
anderen Algorithnus ‘.5.{0\.(2-, Bsp. deberminibicch ik Flise in 0(44(»,9)
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)\E%n)—maliges Wiederholen gibt Fehlerw'keit < e~ und Laufzeit

#Wiederholungen
A Alg. auf t Knoten

JUCERIEIS nn—t) + 2 ):O(A(£+n2t2)).

t(t—1)e—1

Reduktion auf t Knoten

Erfolgsw'keit > 1 — e~ und Laufzeit

O (A (’t’—: —I—n2t2)) 2" 0(An?)

p >
—~

—min

Bootstrapping: Es bietet sich an, die gleiche Methode nun mit
dem neuen O(n3) Algorithmus statt dem O(n*) Algorithmus zu
versuchen, und tatsachlich bekommen wir einen noch besseren, etc.

Im , Limit" entwickelt sich so ein O(n?polylog(n))-Algorithmus.
[Karger&Stein‘96]



v Bootstrapping wird erreicht, dadurch dass
man die Kanten im (Multi-)Graph kontrahiert, bis £
Knoten tbrig bleiben und dann wiederholt den
Algorithmus mit diesem Multigraph mit £ Knoten

als Startpunkt ausfuhrt.
Alyo ohe Bookhc.”..;.]-‘
n h-1 ... . .. --42' kmfl'eh

W"eo(erholv\hgw : v
}"‘”— BO(J”—‘lmpplhz-' hwna .. - -....F+.-..-- 2
{ —*
Wiede-Loluges .g-_ —
_L | (——

S

»* Bootstrapping wird benutzt um eine
Erfolgswahrscheinlichkeit von mindestens
1 — e ! zu garantieren.

\War sche oline BD"H'r‘qppfhg mik 4(’1‘.) ll/l'ul(r‘qo[u‘.geh Saranl-:erl-_
® Bootstrapping wird erreicht, dadurch dass S

man Kanten im (Multi-)Graph kontrahiert, bis £

Knoten ubrig bleiben und dann nur weiter macht,

falls der minimale Schnitt bis hier hin erhalten
wurde.
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Aufgabe 1 — Arbeitsgruppen

Zu einem Kongress werden Mitarbeiter von m Firmen gesandt. Dabei sendet die i-te Firma ¢;
viele Mitarbeiter. Wahrend des Kongresses sollen die anwesenden Personen in bis zu r verschiedene
Arbeitsgruppen mit jeweils héchstens 5 Mitgliedern aufgeteilt werden, wobei keine zwei Mitarbeiter
derselben Firma in derselben Arbeitsgruppe sein sollen.

Wir sollen eine solche Aufteilung mit Hilfe von Fluss-Algorithmen finden.

(a) Definieren Sie dazu ein geeignetes Netzwerk N = (V) A, ¢, s,t) und zeigen Sie, dass es ge-
nau dann eine mogliche Aufteilung wie oben gibt, wenn maxflow(N) eine gewisse (welche?)
Eigenschaft hat.

(b) Angenommen, wir erhalten als Eingabe die Zahlen m,r, ¢y, ..., ¢, sowie die Listen L1, ..., L,
mit den Namen aller Teilnehmer des Kongresses. Wir kénnen davon ausgehen, dass keine zwei
Teilnehmer den gleichen Namen haben. Geben Sie einen Algorithmus an, der dies als Eingabe
verwendet, und als Ausgabe entweder r Listen, G, ..., G, gibt, wobei G; die Namen aller
Teilnehmer der i:ten Gruppe in einer giiltigen Zuordnung enthélt, oder antwortet ,,Zuordnung
nicht moglich“.



(a) Die Aufgabe besteht darin, Mitarbeiter von Firmen auf Gruppen aufzuteilen mit den folgenden
Kriterien:

(i) Jede Firma 7 hat genau ¢; Mitarbeiter auf die Gruppen verteilt.
(ii) Jede Gruppe hat hochstens 5 Mitarbeiter.
(iii) Keine Firma verteilt mehr als einen Mitarbeiter auf eine Gruppe.
(iv) Es gibt hochstens r viele Gruppen.

Wir modellieren das Problem als Flussproblem auf einem Netzwerk N wie folgt: N hat eine
Quelle s und eine Senke t. Dariiber hinaus fiigen wir fiir jede Firma i (1 < ¢ < m) einen
Knoten f; und fiir jede der r (potentiell leeren) Arbeitsgruppen j einen Knoten a; ein. Die
Knoten f; sind durch einer Kante (s, f;) mit der Quelle verbunden, die Kapazitit ¢; hat
(intuitiv wird der Fluss entlang dieser Kanten bestimmen, wie viele Mitarbeiter der Firma
an Arbeitsgruppen teilnehmen kénnen). Des Weiteren verbinden wir jede Firma f; mit jeder
Arbeitsgruppe a; durch eine Kante (f;, a;) der Kapazitit 1 (diese Kante stellt sicher, dass aus
jeder Firma nur ein Mitarbeiter pro Arbeitsgruppe vertreten ist). Schlussendlich verbinden
wir jede Arbeitsgruppe durch eine Kante (a;,t) mit Kapazitdt 5 mit der Senke (diese Kante
stellt sicher, dass jede Arbeitsgruppe hochstens 5 Teilnehmer hat).

Formal bedeutet dies, dass unser Netzwerk N = (V, A, ¢, s,t) wie folgt definiert ist:

V= {s,fl,...,fm,al,...,aT,t}
A= A{(s fi) i€ [m]} U A{(fisar) |1 € [m], ke r]} U {(art) | k €[]}

¢i, fallsu=sundv=f;i€[m]
c(u,v) =<1, fallsu= f; und v = ag,i € [m],k € [r]
5, fallsu=ag und v ="tk € [r]

Firma 1

Gruppe r

Firma m

Abbildung 1: Die unbeschrifteten Kanten haben Kapazitéit 1.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass es eine zuldssige Aufteilung gibt genau dann, wenn
es in N einen maximalen Fluss mit Wert maxflow(N) > ¢ := > ¢; gibt. Dazu miissen
wir einerseits zeigen, wie wir aus einer zuldssigen Aufteilung einen Fluss der Kapazitit c
konstruieren kéonnen und wie wir andererseits aus einem Fluss der Kapazitit ¢ eine solche
Aufteilung konstruieren konnen.



Zunichst sehen wir, dass maxflow(N) < ¢, da die Summe aller von s ausgehenden Kapazitéiten
genau c ist. Daher gilt maxflow(N) > ¢ <= maxflow(N) = c.

Aufteilung = Fluss: Nehmen wir zunéchst an, dass es eine zulédssige Aufteilung gibt (und
fixieren wir eine solche Aufteilung). Dann konstruieren wir einen Fluss, indem wir entlang jeder
Kante (s, f;) den Fluss ¢; schicken und von jedem Knoten f; Fluss 1 entlang (f;,a;) genau
dann, wenn ein Mitarbeiter von f; an der Gruppe a; teilnimmt - und Fluss 0 sonst. Schliesslich
schicken wir entlang (a;,t) den Fluss, der der Anzahl der Teilnehmer in Gruppe j entspricht.
Man sieht leicht, dass dieser Fluss zuléissig ist. Die Kapazitét enlang der Kanten (f;, a;) wird
nicht tiberschritten, da in jeder Gruppe hochstens ein Mitarbeiter pro Firma vertreten ist;
die Kapazitit entlang der Kanten (aj;,t) wird respektiert, da es pro Gruppe hochstens 5
Teilnehmer gibt. Aufgrund der Flusserhaltung inflow(a;) = outflow(a;) gilt an jedem Firmen-
und Arbeitsgruppenknoten per Konstruktion (inflow(f;) = ¢; = outflow(f;), da ¢; Mitarbeiter
von f; auf die Gruppen verteilt werden. Schliesslich wollen wir noch zeigen, dass dieser Fluss
maximal ist. Dafiir geniigt es, zu bemerken, dass val(f) = outflow(s) = Y.I", ¢; = c.

Fluss = Aufteilung: Sei nun f ein maximaler Fluss der Kapazitéit c¢. Bevor wir die Auftei-
lung konstruieren, machen wir zwei Beobachtungen: Aus Satz 3.12 folgt, dass wir annehmen
konnen, dass dieser Fluss ganzzahlig ist, da alle Kapazitdten ganzzahlig sind. Insbesondere ist
der Fluss entlang jeder Kante (f;, a;) entweder 0 oder 1. Des Weiteren wissen wir, dass ent-
lang jeder Kante (s, f;) der Fluss ¢; fliesst, da jede Firma ¢; Mitarbeiter zur Konferenz schickt.
Wir weisen nun einen Mitarbeiter der Firma f; der Gruppe a; zu, genau dann wenn f((f;, a;)) =
1. Da inflow(f;) = ¢; gilt auch outflow(f;) = ¢; und deshalb werden ¢; Mitarbeiter der Fir-
ma auf die Arbeitsgruppen aufgeteilt. Man sieht ebenfalls leicht, dass pro Arbeitsgruppe nur
ein Mitarbeiter aus jeder Firma vertreten ist und dass in jeder Arbeitsgruppe hochstens 5
Teilnehmer sind (da inflow(a;) = outflow(a;) < 5). Damit haben wir gezeigt, dass aus der
Existenz eines maximalen Flusses mit Wert ¢ folgt, dass es eine zuldssige Aufteilung gibt und
den Beweis abgeschlossen.

Wir konstruieren unser Netzwerk wie in a). Die Strategie ist nun, einen maximalen ganzzahli-
gen Fluss f zu finden. Da alle Kapazitidten ganzzahlig sind, ist dies z.B. mittels Ford-Fulkerson
moglich. Dann priifen wir, ob val(f) = c.

Falls nein, dann geben wir “Zuordnung nicht moéglich” aus.

Falls ja, dann nutzen wir die Richtung Fluss = Aufteilung aus a), um eine giiltige Auf-
teilung zu finden. Durch den aus a) erhaltenen Fluss f konnen wir fiir jede Arbeitsgruppe &
alle Firmen finden als Fj, := {i € [m]|f(fi,ar) = 1}, die Mitarbeiter in die jeweilige Gruppe
schicken. Umgekehrt kénnen wir fiir jede Firma ¢ die zugehorigen Arbeitsgruppen finden als
Z; = {k € [r)|f(fi,ar) = 1} mit |Z;| = ¢;. Sei nun ¢; : Z; — [¢;] eine beliebige bijektive
Abbildung fiir jedes i € [m], z.B. die kanonisch kleinste solche Abbildung. ¢; bildet eine Ar-
beitsgruppe auf einen Mitarbeiter der Firma ¢ ab. Nun kénnen wir die Liste der Teilnehmer
der Gruppe definieren als Gy = (L; ¢, (k) )icF, -

Die Korrektheit des Algorithmus folgt direkt aus Aufgabe a). Die Laufzeit des Algorithmus
ist dominiert duch die Subroutine den maximalen Fluss zu finden, fiir Ford-Fulkerson also
O(|A| - |V|-U) wobei |A| € ©(m - r) die Anzahl der Kanten des konstruierten Netzwerks ist,
|[V| € ©(m+r) die Anzahl der Knoten und U := max(cy, ..., ¢, 5) die maximale Kapazitat der
Kanten. Die restliche “Buchhaltung” des Algorithmus (das Erstellen der Listen Gj) benétigt
Zeit O(mr + ¢).

Insgesamt haben wir also Laufzeit O(|A|-|V|-U+mr+c) = O(mr(m+r)U+¢) = O(mr(m+
rU),dac<m-U.
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Punkte

1. Korrektur

2. Korrektur




Aufgabe 1 — Multiple Choice

G = (V, E) bezeichnet immer einen Graphen mit n Knoten und m Kanten. X und Y bezeichnen
immer eine Zufallsvariable. Wir nehmen an, dass alle vorkommenden Werte (Erwartungswerte,
bedingte Wahrscheinlichkeiten, ...) wohldefiniert sind.

Welche der folgenden Aussagen sind immer wahr, welche nicht? Sie brauchen Ihre Antworten nicht
zu begrinden.

1. Man kann in Zeit O(m + n) entscheiden, ob ein Graph G 2-zusammenhéngend ist, falls G
als Adjazenzliste gespeichert ist. (1 Punkte)

WAHR [J FALSCH [

2. Beschreiben Sie mit jeweils einem Schlagwort die drei wesentlichen Schritte des 2-Approximations
Algorithmus fiir das metrische Travelling Salesman Problem (Problem des Handlungsreisen-
den). (8 Punkte)

3. Sei X eine Indikator-Zufallsvariable und p := Pr[X = 1]. Geben Sie eine moglichst einfache

Formel fiir E[X] an. (1 Punkte)
4. Sei X eine Bernoulli-Zufallsvariable, und seien X; := X, ..., X,, := X. Dann ist die Summe
der X; binomialverteilt. (1 Punkte)

WAHR [ FALSCH [

5. Ein Las Vegas-Algorithmus terminiert immer. (1 Punkte)

WAHR [J FALSCH U

6. Bestimmt man einen minimalen Schnitt mit zufilligen Kantenkontraktionen, so hat man die
hochste Fehlerwahrscheinlichkeit im ersten Schritt. (1 Punkte)

WAHR [J FALSCH U

7. Bis zu welcher Lénge (in ©-Notation) lassen sich Pfade in einem Graphen mit dem Bunte-
Pfade-Algorithmus in erwartet polynomieller Zeit finden? (1 Punkte)



Welche der folgenden Aussagen sind immer wahr, welche nicht? Falls nicht, geben Sie ein Gegen-
beispiel an.

(Falls die Aussage wahr ist, 1 Punkt fir korrekte Antwort. Falls die Aussage falsch ist, 2 Punkte
fiir korrekte Antwort mit korrektem Gegenbeispiel, 0 Punkte sonst.)

8.

10.

11.

12.

Entfernt man eine Kante aus einem Baum T, so zerféllt T in genau zwei Zusammenhangs-
komponenten.

WAHR U FALSCH [
Gegenbeispiel:

Sei e = {u,v} eine Briicke in einem Graph G. Dann ist u ein Artikulationsknoten, falls
deg(u) > 2.

WAHR U FALSCH [
Gegenbeispiel:

Der Greedy-Algorithmus aus der Vorlesung zur Farbung von Graphen farbt jeden Graphen
G mit hochstens x(G) - logn Farben (fiir jede Knotenreihenfolge).

WAHR U FALSCH [
Gegenbeispiel:

Ein Matching fiir das es keinen augmentierenden Pfad gibt ist kardinalitdtsmaximal.
WAHR [ FALSCH [
Gegenbeispiel:

Fiir zwei Ereignisse A, B gilt immer Pr[A | B] < Pr[A4].
WAHR [ FALSCH [
Gegenbeispiel:



13.

14.

15.

16.

Sind X und Y zwei unabhiingige Zufallsvariabeln, so sind auch die Zufallsvariabeln X? und
Y2 unabhingig.

WAHR U FALSCH [
Gegenbeispiel:

Fiir jede Zufallsvariable X gilt E[X?] = (E[X]).
WAHR [ FALSCH [
Gegenbeispiel:

Sei X > 0 eine nicht-negative Zufallsvariable mit Erwartungswert E[X] = 10. Dann gilt
Pr[X < 1] < 1/10.

WAHR [J FALSCH [
Gegenbeispiel:

Sei f ein maximaler Fluss auf einem Netzwerk N = (V, A, ¢, s,t). Dann gibt es keine zwei
Knoten u, v in V| sodass sowohl die Kante (u, v) als auch die Kante (v, «) im Residualgraphen
vorkommen.

WAHR [J FALSCH [
Gegenbeispiel:



Aufgabe 2 — Vermaischtes
Begriinden Sie jeweils knapp Thre Antwort.

(a) Geben Sie alle m,n > 2 an, fiir welche das m x n-Gitter einen Hamiltonkreis enthélt.
(5 Punkte)

(b) Beschreiben Sie einen méglichst einfachen Algorithmus, der als Input einen Graphen G =
(V,E), welcher als Adjazenzliste gespeichert wurde, bekommt, und in Zeit O(|V| + |E|)
entscheidet, ob der Graph eine Eulertour besitzt. Hinweis: Thr Algorithmus braucht keine
Eulertour auszugeben. (5 Punkte)



(¢) Skizzieren Sie das Argument, warum in jeder Phase des Quick-Select-Algorithmus mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 1/2 die Linge des Arrays auf 3/4 der urspriinglichen Lénge oder
weniger reduziert wird. (8 Punkte)

(d) Sei f ein nicht-maximaler Fluss auf einem Netzwerk N = (V, A, ¢,s,t). Zeigen Sie: Dann
gibt es keinen s-t-Schnitt (S, T") mit cap(S,T) = val(f). (4 Punkte)



(e) Sei n € N, und sei X eine Zufallsvariable mit E[X] = nlogn und Var[X] = n?. Zeigen Sie:
Es gibt ein C' > 0, sodass Pr[X > nlogn + C -n] < 0.01. (4 Punkte)



Aufgabe 4 — Permutation

Betrachten Sie folgenden (ineflizienten) Algorithmus zur Ziehung einer zufilligen Permutation.

Input: Eine Zahl n € N.

Output: Eine gleichverteilte zufillige Permutation von {1,...,n}.

1.

2
3
4.
)
6

L := leere Liste.

. WHILE length(L) < n

Ziehe gleichverteilt zufillig ein ¢ € {1,...,n};
Falls ¢ nicht in L vorkommt, hénge ¢ an L an;
. END WHILE

. return L

Sei T die Anzahl Schleifendurchldufe der Zeilen 2-5.

(a) Berechnen Sie (mit Begriindung) E[T].

(b) Berechnen Sie (mit Begriindung) Var[T] in ©-Notation.

(a):

(6 Punkte)
(8 Punkte)






